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Tiivistelma

Perinteinen tapa jarjestaa tietoa on tasapainotettéainen hakupuu. Deterministisella ratkai-
sulla on hyva tasoitetun vaativuuden suorituskyky, muatigoritmien toteuttaminen voi olla
haastavaa. Vaihtoehdoksi jaavat satunnaiset meni@telrassa esitelmassa esitellaan kaksi kes-
keista probabilistista hakurakennetta: Satunnainexptj® skiplista. Lisaksi tarkastellaan lyhyes-
ti pseudosatunnaiseen hajautusfunktioon perustuviaheggauluja. Kayttamalla satunnaisuutta
hakupuu- ja listarakenteiden toteutusta voidaan ykstaistaa ja samalla saavuttaa parempi odo-
tettu suorituskyky kuin vastaavalla deterministisedikaisulla.

1 Johdanto

Yleinen tiedonjarjestamisongelman ratkaisu tarkaittarkoittaa sellaisen joukon (tietorakenteen)
yllapitamista, johon voidaan tehokkaasti kohdistdaogdien hakuja, paivityksia, poistoja ja lisayksia.

Naiden lisaksi voidaan tukea kokonaisiin joukkoihin B@tuvia jako- ja yhdistamisoperaatioita.

Tassa esitelmassa keskitytaan keskeisimpientiksgin alkion haku-, lisays- ja poisto-operaatioiden
tarkasteluun.

Binaaripuut ovat perinteinen ja tehokas tapa jargegtsiteltavaa tietoa. Deterministisilla algoréit

la saavutetaan vertailuihin perustuvan haun tasoitetatiwaiden alarajé)(log(n)). Kaytannon suo-
rituskyky voi kuitenkin suurien vakiokertoimien takiark#, ja algoritmien implementointi on usein
haastavaa. Kappaleessa 2. esitellaan lyhyesti detistman ratkaisumalli.

Hakupuihin voidaan lisataatunnaisuuttga yksinkertaistaa nain algoritmien toimintaa. Esitebsad
osoitetaan, etta satunnaisuuden kayttod itseasiaggadasamarO(log(n)) -suuruusluokan odote-
tun suorituskyvyn. Eras yksinkertainen ja elegantti jatulistinen binaaripuuhakurakenne on esitelty
kappaleessa 3.1. Mahdollista on myos kuvata ei-binaaryleinen hakupuu monitasoisena listana, ja
tata ratkaisumallia kasitellaan luvussa 3.2. Kap@B. luo yleiskatsauksen toimintaperiaatteeltaan
radikaalisti erilaiseen, pseudosatunnaista hajautiaia hyodyntavaan hajautustauluun. Hajautus-
funktion avulla voidaan ylittaa vertailuihin perustuvhaun teoreettinen alarafa(log(n)) ja paasta
vakioajassa) (1) tapahtuvaan hakuun.



Esitelman teksti perustuu alan keskeisiin julkaisuilgkégRajeev Motwanin ja Prabhakar Raghavanin
kirjaan “Randomized Algorithms”[1], ja sen runko noudstepaapiirteissaan kirjan Data Structures-
luvun sisaltva. Hajautustauluja ja hajautusfunkéiaih tutkittu erittain paljon, ja niita kasitteleva kap
pale perustuu alkuperaistutkimukset yhteenvetaviakgen “Introduction to Algorithms”[2] ja “Al-
gorithms in C"[3].

2 Deterministinen ratkaisu: Binaariset hakupuut

Hakupuu on yleinen deterministinen vakioratkaisu jouossittamiseksi tietorakenteena. Hakupuus-
sa avaimet (ja niihin assosioitu data) talletetaan ipaan solmuihin. Ollakseen hakupuu, puun tulee
tayttaa yleinerhakupuuehtoAvaimenk sisaltavan solmun vasen alipuu sisaltaa vain awaijpiden
arvo on pienempi kuitk, ja oikea alipuu sisaltaa vain avaimia, joiden arvo omrempi kuink. Mikali
hakupuuehto tayttyy, sanotaan puun avaiminen oleyammetrisessjarjestyksessa. Hakupuulle voi-
daan suhteellisen helposti toteuttaa edellisessa keggsd esitetyt operaatiot. Tassa paperissa ei kui
tenkaan kayda lapi operaatioiden toteutusten yksityita.

ldeaalitapauksessa alkiota sisaltavan puun korkeus éoy(n). Tallaista puuta kutsutaan tasapai-

noiseksi hakupuuksi. Yksinkertainen hakupuu voi kuitartk@lposti paatya epatasapainoon. Triviaali
esimerkki epatasapainoisen puun konstruoimiseksi ataliglkiot puuhun jarjestyksessa pienimmasta
suurimpaan, jolloin puun korkeudeksi tulegja se olennaisesti redusoituu linkitetyksi listaksi.

Hakupuun tasapainottamiseksi on esitetty useita edlaisategioita. Yleisimmin kaytetty menetelma
on itsetasapainottuva AVL-p{4i: Jokaisen alkion lisayksen ja poiston yhteydess&itetaan tar-
peellinen maara rotaatioita puun saattamiseksi tasapa. Autorootatiot takaavat hakuoperaatiolle
tasapainoisen puun optimaalis@riiog(n)) suorituskyvyn, mutta samalla lisayksille ja poistoilieiv
daan taata ainoastan tasoitettu vaativus luok&gsey(n ).

Pelkan itsetasapainottumisen lisaksi hakupuuta voidatatoida myos hakuoperaation yhteydessa.
Talldin haettu alkio rotatoidaan aina puun juureksikésiuksena taata nopea uusi paasy alkioihin,
joiden kaytdsta on kulunut lyhyin aika. Tallaista hakwuta kutsutaarsplaypuuksi, ja se tarjoaa
optimaalisen tasoitetun vaativuuden suorituskyvyn éfilessa mita tahansa mielivaltaista alkioiden
hakutaajuutta.[5]

Autorotaatioista johtuen splay-puun hakuoperaationdauaikseksi voidaan taata ainoastaan tasoitet-
tu vaativuus luokass@(log(n)). Tasoitetusta vaativuudesta seuraa maaritelmangaisasti perus-
tavaa laatua oleva ongelma: Rakenne ei pysty takaamaaisgokgksittaisen operaation nopeaa suo-
ritusta, ainostaan tasoitetun kustannuksen. Seuraakagpaleessa esitellaan vaihtoehtoisia satunnai-
suutta hyddyntavia lahestymistapoja, joiden avuti@san taata keskimaarainen odoteit(iog(n))

suorituskyky.



3 Satunnaisuutta hyddyntavat mallit

3.1 Satunnainen treap

Keoksi kutsutaan binaaripuuta, jonka solmujen avaiair®ot ovat aidosti vahenevassa jarjestyksessa
kaikilla mahdollisilla juuri-lehti -poluilla, ja vastaasti tata jarjestysta kutsutaan kekoehdoksi.
Binaaripuuta, jonka solmuihin on yhden arvon sijastaitgjtu kaksi arvoa, nimittain avaija priori-
teettip, ja joka on samanaikaisesti avainten arvojen suhteen biaksgka prioriteettien suhteen keko,
kutsutaan nimelléreap (engl. tree + heap).

Formaalisti treaf@” on joukko

S ={(k1,p1), -, (kn,pn)}

siten etta alkiori avaimen arvo omt; ja prioriteettip;.

Kaikki avaimien ja prioriteettien arvot ovat keskenagiswuria, eika niiden tarvitse olla samasta kaik-
kien mahdollisten arvojen joukosta. Joukostanuodostettu treap takaa, etta avainten akyatvat
symmetrisessa jarjestyksessa, ja samanaikaisestitpéttien arvop; ovat kekojarjestyksessa.

Aragon ja Seidel[6] nayttivat treap-rakenteen esitsll# tutkimuksessaan, etta kaikille mahdollisille
erillisista avaimista ja prioriteeteistd = {(k1,p1),. .., (ki,p;)} koostuville joukoille on olemassa
yksikasitteinen treaff’(.S). Toisin sanoen, treapin muoto ei ole riippuvainen liséygarjestyksesta,
vaan mielivaltaisesta joukosta muodostuvan treap-twgrpipuun muodon maarittelevat ainoastaan
avainten ja prioriteettien suhteelliset arvot. Tallbiika tahansa haluttu puun muoto voidaan saavuttaa
valitsemalla solmujen prioriteetit sopivasti.

Hakuoperaatiot suoritetaan treapissa tasmalleen saknoi binaarisessa hakupuussa. Lisayksessa al-
kio lisataan rakenteeseen ensin kuten hakupuussainjolkenteen symmetrisyysehto tayttyy. Taman
jalkeen suoritetaan tarvittava maara rotaatioitdajmyos mahdollisesti rikottu kekoehto saadaan tyy-
dytettya. Poisto-operaatio toimii tasmalleen kutedkieinen lisays: Ensin alkio rotatoidaan lehtita-
solle, ja sitten se yksinkertaisesti tuhotaan. Rotaatinmt valitaan poistettavan alkion vasemman ja
oikean lapsen valisen suhteellisen prioriteetin mukaan.

Kun tarkoituksena on muodostaatunnunainen tregmvalitaan prioriteettien arvot satunnaisesti mista
tahansa mielivaltaisesta todennakoisyysjakaumasiétavat arvot ovat muuten taysin toisistaan riip-
pumattomia, mutta toteutuksen tulee taata etta rakesggekaytettya prioriteettia ei hyvaksyta uu-
delleen, eli prioriteettien on pysyttava keskenaaitligna. Alkion prioriteetti valitaan sen raken-
teeseen lisayshetkella, eika prioriteetti muutu duisen aikana. Lisaksi on huomionarvoista, etta
mikali sama alkio (avain) poiston jalkeen lisataaketeeseen uudelleen, sille myos valitaan uudella
lisayshetkella uusi prioriteetti taysin itsenaisest

Satunnaisesti valituista prioriteeteista konstruoidwapinodotettu(expected) korkeu® (log(n)).
Toisin sanoen satunnaisen treap-tyyppisen puun muoddunsaivo on tasapainoinen hakupuu. Ara-
gon ja Seidel nayttivat, etta satunnaisella treapiigram.) seuraavat kolme tarkeaa ominaisuutta:

() Haun odotettu aikavaatimus on O(log(n)).

(i) Lisayksen odotettu aikavaatimus on O(log(n)).
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(iii) Lisayksesa tai poistossa tarvittavien rotaatioiden odotettu lukiéira on vahemnéan kuin kaksi.

Lisaksi helposti nahdaan, etta poiston aikavaatimmusama kuin lisayksen vaativuus, silla operaatio
on pohjimmiltaan kaannetty lisays.

Treapista voidaan luoda my@sinotettu satunnainen treapalldin solmuihin assosioidaan avaimen

ja prioriteetin lisaksi kokonaislukuarvoinen paino Lisayksessa solmun prioriteetiksi valitaan suu-
rin w:sta erillisesta satunnaisesta prioriteetjsthisaksi Aragon ja Seidel esittivat, etta painotettuun
satunnaiseen treapiin voidaan liittaa splay-puutaasst ominaisuus, jolloin jokaisella hakukerralla

solmun prioriteetiksi asetetaan maksimi sen hetkisa#téifgetista ja uudesta satunnaisesta prioritee-
tista. Satunnaisuuden kayttaminen ei sulje siis poisgitamisen mahdollisuutta, painotusta voidaan
haluttaessa kayttaa myos treapin yhdeydessa.

3.2 Skiplista

Skiplista (engl. skip list) on tietorakenne, joka niin #takayttaa probabilistista tasapainottamista
tiukan deterministisen tasapainotuksen sijaan. Tareainrasksena lisaysten ja poistojen toteuttami-
nen on merkittavasti yksinkertaisempaa kuin tasapatbgen hakupuiden vastaavien operaatioden
toteutus. Yksinkertaisemmin toteutettujen operaatioik&ytannon suorituskyky nousee talldin jopa
paremmaksi kuin hakupuiden tasoitettu vaativuus. Pugbi askenteelle nimeksi skiplista, silla ha-

kuoperaatio ikaankuin hyppii (enlg. skip) osan listaki@ten yli lahestyessaan haettavaa alkiota.[7]

Skiplistaa kuvaa monitasoinen jarjestetty linkitettstdi, jossa alimmalla tasolla; on linkki kaik-
kien alkioiden valilla, seuraavalla tasolla;, keskimaarin joka toisen alkion valilla, sita seuralkey
keskimaarin joka kolmannen valilla ja niin edelleenullékin tasolla olevien alkioiden lukumaara
noudattaa siis teoriassa geometrista todennakoidaisipaa, mutta sallittu tasojen maksimimaara
jaa implementaation maariteltavaksi. Jokaiseloalkaso (linkkien lukumaara) valitaan satunnaisesti
ennakkoon maaritellysta satunnaisjakaumasta alkstaanlisayshetkella, ja alkion taso sailyy sama-
na sen koko listassaoloajan. Poistettaessa alkio sanma#itefaan myos kaikki siihen liittyvat linkit.
Haku etenee listassa aina ylinta mahdollista tasoa pigenuuttaa edelliseen alkioon ja jatkaa yhta
alemmalla tasolla mikali ohitettiin etsittava alki@ paattyy kun alkio on loydetty tai kun hakua ei
voida enaa jatkaa ja alkiota ei listasta 10ydy.

Formaalisti skiplista on jarjestetty joukko
S:{l‘l <x2<---<xn}

ja joukon S tasottaminer{leveling) r:lla tasolla on sisakkaisten osajoukkojen sarja

sitenettal, =0 jaL; = S.

Kun on annettu jarjestetty joukks ja tasot sille, minka tahansa elementire .S taso on maaritelty
siten, etta



[(x) =max{i |z € L;}

Teoriassa geometriseen todennakoisyysjakaumaantpeaussojen lukumaaran valinta voi generoi-
da erittain huonon listan, tai jopa redusoida sen pelkgksitasoiseksi linkitettyksi listaksi. Tama on
kuitenkin erittain epatodennakaista, ja itseasiga®babilistinen analyysi osoittaa, etta hyvin suurel-
la todennakoisyydella satunnaista skiplistaa vastdekupuu on tasapainossa. Talldin suurella to-
dennakoisyydella listan tasojen lukumaara O(log(n)). Seuraavaksi tarkastellaan probabilistisen
analyysin todistusta.

Tarkasti ottaen tasojen lukumaara= 1 + max,cg((z), ja tasoti(z) noudattavat toisistaan riip-
pumatta geometrista jakaumaa parametyilla= 1/2. Nain ollen S:n alkioiden tasot voidaan nahda
riippumattomasti geometrisesti jakautuneina satunnaisimjina X, ..., X,,. On helppoa nayttaa,
ettaPr[X; > t] < (1 — p)t, joten

Prmax X; > t] < n(l —p)' = %,
7

koska tassa tapauksegsa- 1/2. Sijoitettaessa = «logn jar = 1 + max; X; saadaan haluttu tulos

Pr[r > alogn] < )

mille tahansax > 1.

Pugh esittaa intuitioon ja empiirisiin kokeisiin perush, etta satunnaisesti luotu enemman kuin yh-
den tason yli sen hetkisesta maksimista oleva taso kawatakenteessa tasolla maksimi + 1. Nain
modifioitu algoritmi toimii kaytannodssa erittain hiyw mutta se tekee algoritmin tehokkuuden analy-
soinnista merkittavasti vaikeampaa, ellei jopa mahd@tga sen analyysi sivuutetaan tassa paperissa.

3.3 Hajautustaulu
3.3.1 Yleis&

Hajautustaulu (engl. hash table) ja hajautus (hashindkpeat perusteiltaan taysin edella kuvatuista
puu- ja listarakenteista. Siina missa puut ja listat pervat avainten vertailuihin ja tarvittavien vertai-
lujen minimoimiseen hyvin organisoidun rakenteen aviigautus perustuavainten muuntamiseen
aritmeettisestalkiot sisaltavan taulun indekseiksi [3]. Muunnoksé@ytettavaa funktiota kutsutaan
hajautusfunktioksja kasiteltavat alkiot sisaltavaa taulbajautustauluksi

Yksinkertaisin mahdollinen hajautus, suora osoittaminen sisalla ollenkaan hajautusfunktion
kayttdoa vaan avaimia kaytetaan suoraan hajautlustandekseina. Tama on kaytannolista vain, jos
mahdollisten avaimien lukumaara eli universuthitunnetaan ja se on riittavan pieni. Tassakin ta-
pauksessa on mahdollista, etta todellisten kaytettgjainten lukumaard< jaa niin pieneksi, etta

hukatun tilan suhde hyddynnettyyn tilaan kasvaa keatimian suureksi. Onkin kyseenalaista voi-
daanko menettelya kutsua ollenkaan hajauttamiseksi.



Tehokas hajautusfunktib kuvaa avaimet mahdollisimman tasaisesti valille . M — 1, jossaM on
valitun hajautustaulukon koko. Tyypillisest/ < U. Ihannetapauksessa jokainen avaituottaa
eri hajautusfunktion arvoh(k). Kaytannossa tama ei ole useinkaan mahdollistaiifaeistaan kun
hajautettujen arvojen lukumaaraylittaa valitun hajautustaulukon kool/, saavat kaksi erisuurta
avainta saman hajatusarvon, ki, y € U,z # y s.e. h(x) = h(y) [2]. Syntyvaa tilannetta kutsutaan
tormaykseksi

3.3.2 Tormaysten kasittely

Toimiva hajautus vaatii aina toimivairmaysten Esittelyn Tormaysten kasittelymenetelmat jakaan-
tuvat kahteen paatyyppiin: Erilliseen ketjutukseerg{eseparate chaining) ja avoimeen osoittamiseen
(open addressing). Erillisessa ketjuttamisessa tonmeeét alkiot talletetaan hajautustaulun ulkopuoli-
seen sekundaariseen tietorakenteeseen, tyypilliss&taih tai bindaripuuhun. Avoimessa osoittami-
sessa kaikki alkiot talletetaan itse hajautustauluun.dilidkiota avaimella: lisattaessa taulun koh-
dassai(k, 0) on jo alkio, yritetaan lisaysta kohtaaik, 1) ja niin edelleen kunnes vapaa kohta loytyy.
Vastaavasti haut suoritetaan kohdaséh) olevaan apurakenteeseen tai kohdasta 0) alkaen ha-
jatustaulun alkioihin. Avoimessa osoittamisessa k#yteajautusfunktioh(k, ) toteuttaa normaalin
hajautuseri(k) ja menetelman taulun kaikkien alkioiden lapikaymisg&ssakin indeksin osoitta-
massa jarjestyksessa. Yksinkertaisin mahdollinerutateon lineaarinen tutkiminen (linear probing)
h(k,i) = h(k) + 1.

Tormaysten todennakoisyys kasvaa yhdessa taulunmituksen kanssa. Kuormitusta kuvaa raken-
teessa olevien alkioiden lukumaarasuhde taulukon kokooft/, jolloin kuormituskerroino = 7.

Erillista ketjuttamista kayttavassa hashtoteutskae > 0. Rakenne ei siis voi koskaan tulla tayteen.
Keskimaaranen hakuaika onnistuneelle haull©¢h+-5) ja epaonnistuneelle haulie(1+c). Worst-
case-tehokkuus on katastrofaalisen huéfo). Siihen paadytaan kaikkien alkioiden saadessa saman
hajautusfunktion arvon rakenteen siten redusuituesg#digksi listaksi. Harkittu hajautusfunktion

tai funktiojoukon valinta tekee kuitenkin tallaisen kéytymisen aarimmaisen epatodennakoiseksi.

Koska ulkoisia rakenteita ei tarvita, avoin osoittaminaenuktaa yleisesti vahemman muistia kuin
ketjutettu hajauttaminen. Tasta seuraa kuitenkin itreeiongelma: Kuormituskerroin ei voi koskaan
nousta yli yhden, t9) < « < 1. Taulu voi siis tulla tayteen eika enempia lisayksiéa mahdollista
tehda. Kaytannossa tama voidaan estaa varaar@ajpeeksi suuri taulu, mikali avainten lukumaara
K tunnetaan, tai rakentamalla taulu uudestaan suuremm&itaarvollac:n ylittaessa jonkin rajan.
Jarkeva raja riippuu hajautusfunktidi{k,n) ominaisuuksista. Onnistunut haku vaatii keskimaarin
viisi kyselya lineaarisen tutkimisen menetelmalla kun< 0.90 ja kaksinkertaisen hajauttamisen
menetelmalla kumv < 0.99 [3].

Kaksinkertaisessa hajauttamisessa nimensa mukaiggsétéian kahta eri hajautusfunktiota. Toisen
funktion tehtava on varmistaa hakusekvenssin riippsvkummastakin parametristaja i kaikissa
tilanteissa, ja se tarjoaa’ eri hakusekvenssia. Funktiona kaytetaan tyypiltisgssinkertaista ja no-
peaa jakomenetelmaa. Funktion jakajalla ja taulun koeilsaa olld :ta suurempia yhteisia tekijoita,
jotta kaikki sijainnit kaydaan lapi [2] [3].

Keskimaarainen hakuaika kaksinkertaista hajauttmikaytettaessa on onnistuneelle haulle
O(In (1 — a)/) ja epaonnistuneelle haulte(1/(1 — «)) [3]. Worst-case-tehokkuus on sama kuin
erillisessa ketjuttamisesgdn ).



Alkioiden poistaminen avoimella osoittamisella rakemsé taulusta ei ole aivan yhta suoraviivais-
ta kuin niiden poistaminen erillisesta apurakenteestkiofpaikassaj = h(k) voi sijaita yhden tai
useamman muun alkion tutkintasekvenssilla. Mikali @iyt vain poistetaan tasta kohdasta ja paikka
merkitdan tyhjaksi, voi osa rakenteessa olevista mtdgaada saavuttamattomiin haun pysahtyessa
taulukon tyhjaan kohtaan. Yksinkertainen menetelmigaka tama tilanne on merkita paikka tyhjan
sijastapoistetuksi jolloin paikka on vapaa uudelle alkiolle, mutta alkioitaditaessa hakusekvenssi
taa sen toimintaa. Kaytannossa taulu pitaa rakeuntmkestaan, kun siihen on tehty tarpeeksi paljon
poistoja.

3.3.3 Hajautusfunktio

Hajautuksen suorituskyvyn kannalta keskeisimmassssasan hajautusfunktio. Hyva hajautusfunktio
jakaa avaimet tasaisesti valiltle .. M — 1. On olemassa kolme hyvaksihavaittua perusmenetelmaa
toteuttaa hajautusfunktio [2]:

e Jakomenetelma (division method)

Metodi kuvaa avaimen halutulle valille laskemalla jedé@ijnokserk(k) = k mod M. Mene-
telman toimivuus riippuu pikalti/:n arvosta. Tutkimuksissa hyvin toimiviksi arvoiksi on ha-
vaittu esimerkiksi sellaiset alkuluvut, jotka eivat olgvin lahella mitaan 2:n potenssia. Taman
tarkempi analyysi sivuutetaan.

e Kertomismenelma (multiplication method)

Metodin mukaan avaimen arvo kerrotaan vakidllatulosta otetaan desimaaliosa ja kerrotaan
se taulun koolla) . Saatu tulos pyoristetaan alas lahimpaan kokomisin h(k) = |m x*

((k = C) mod 1)]. Menetelma toimii kaikillaC:n arvoilla, mutta toisten arvojen on todettu
tuottavan parempia tuloksia kuin toisten. Yksi yleinen #uya pidetty arvo or{/5 — 1)/2.
Todistus sivuutetaan.

e Yleinen hajautus (universal hashing)

Yleinen eli universaali hajautusmetodi perustuu yhdent&éin hajautusfunktion kayton sijas-
ta joukkoon funktiota. Joukosta valitaan kayttdon ajigana satunnaisesti yksi funktio. Uni-
versaali hajautus ei siis valttamatta tuota samadakaineistolla eri ajokerroilla samaa tulos-
ta, mutta se takaa hyvan keskimaaraisen odotetundeioknille tahansa aineistolle. Tallainen
funktiojoukko on maariteltavissa helposti, kun avampituus ja taulun koko tunnetaan.

Naista menetelmista mielenkiintoisin satunnaisujat@dotettua suorituskykya hyodyntava univer-
saali hajauttaminen.
Formaalisti universaali hajauttaminen kuvauksena, jossa

Universumistal/ = {0,1,...,u — 1} valitaan todelliset avaime¥/ = {0,1,...,m — 1}, u > m.
Hajautusfunktioperhéi joukostall joukkoon M on 2-universaali, mikalvz,y € U siten ettax # y
ja valittaessah satunnaisesti joukostd



Pr{a(z) = h(y)] <

1
—-
Taysin satunnaisen kuvauksen jouko&tgoukkoon M todennokdisyys tormaykselle milla tahan-
sa arvoillaz, y on tasmalleeri /m. Nain ollen, satunnaisesti universaalista hajautusfap&rheesta
hajautusfunktion valitseva menetelma on odotusarwoltagsin satunnaista funtiota vastaava.

Universaali hajautusfunktioperhe voidaan helposti kamétla, kun tunnetaaty ja M. Valitaan al-
kulukup > w ja joukko Z, = {0,1,...,p — 1}. Maaritellaan funktioty : 2, — M, g(z) = «
mod m. Samoin maaritellaaNa,b € Z, lineaarinen funktiof, ; : Z, — Z, seka hajautusfunktio
hap : Zy — M seuraavasti

fap(x) =ax+b mod p,
hap(x) = g(fap(z)).

4 Yhteenveto

Perustavaa laatua oleva tiedonjarjestamis- ja hakuanageoidaan taydellisesti ratkaista determinis-
tisilla menetelmilla, eika probabilistiselle menetdle siksi ole valttamatonta tarvetta.

Kuitenkin kayttamalla hyvaksi satunnaisuutta, \aad useiden determinististen algoritmien toteutusta
huomattavasti yksinkertaistaa. Kaytannossa ykstalgempi toteutus usein tarkoittaa pienemmilla
vakiokertoimilla varustettua suuruusluokéxlog(n)) kustannusfunktiota, ja nain ollen tarjoaa myos
paremman reaalisen suorituskyvyn, kuten Pugh[7] skapli&bhdalla empiirisilla kokeillaan osoitti.

Satunnainen treap tarjoaa saman odotetun haun suoriguskyin tasapainotettu puu, ja se voidaan
tarvittaessa toteuttaa myos painotettuna satunnaiseapirta. Treap ei kuitenkaan tarvitse hankalia
tasapainolaskelmia suorittaakseen keskimaarin taveit rotaatiot lisaysten ja poistojen yhteydessa.
Satunnaisen kekoehdon tyydyttavan algoritmin impletmieti on helppoa, ja sen suorittaminen kes-
kimaarin tuottaa tasapainoisen hakupuun.

Hajauttaminen eroaa radikaalisti jarjestamiseen pevista menetelmista. Se ei takaa absoluuttis-
ta hyvaa worst-case-kayttaytymista, mutta satwndta hyoddyntavia universaaleita hajautusfunk-
tioperheita kayttaen todennakoisyys sille on @gnaisen pieni. Jarkevasti valituilla parametreilla ja
kohtuullisilla oletuksilla aineiston suhteen odotettsikienaarainen hakuaika an(1). Hajautusfunk-
tioiden tutkimus on hyvin aktiivista, ja niille onkin k&g& myos hajautustaulujen ulkopuolella.
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